Travaux diriges de physique quantique 
PA101 - PC 4 
Formalisme de Dirac 

| ExcrciccTj Base orthonormee de dimension 3 

Soit |ei), |e 2 ) et |e 3 ) une base orthonormee d'un espace vectoriel E de dimension 3 dont le corps des 
scalaires est celui des nombres complexes. On considere deux scalaires a et /3 et deux vecteurs \^} = 
a(i\e 1 ) + \e 2 )-\e 3 ))et\Q)=0(\e 2 ) + \e !l )). 

1. Montrer que le produit scalaire (^|$) = 0 quels que soient a et /3. 

2. Determiner a et /3 tels que (^|^) = ($|$) = 1. 

3. Trouver un vecteur \x) de maniere a ce que la famille {\x) , |^) , |$)} soit une base orthonormee de E. 
| Excrcice 2~| Etude d'un operateur 

Soit B = {\ei} , |e 2 )} une base orthonormee d'un espace de Hilbert E de dimension 2. Soit et 
les vecteurs de coordonnees respectives (2, i) et (1 + i, 1 — i) dans B. 

On considere par ailleurs \$>) = n et |<E>) = v |<E>^ et l'operateur lineaire A de E dans E dont la 
matrice dans B est la suivante 

A- \ ° 2l ] 
A ~ [ -2i 3 J 

1. Calculer n et v de maniere a ce que et |$) soient de norme unite. 

2. Verifier que l'operateur A est hermitique. Illustrer la reponse en calculant (^| A |$) et (<3>| A 

3. Une grandeur physique A est representee dans la base B par la matrice A. Determiner les valeurs 
propres A et les kets propres |A) de A. On choisira les vecteurs propres de telle maniere que la base 
propre soit orthonormee et la premiere composante de chaque vecteur propre sera choisie reelle et 
positive dans la base B. 

4. Verifier que I 2 = ^ A |A) (A| (relation de fermeture) et que A = J2\ M^) (M (decomposition spectrale). 

5. A l'instant t le vecteur d'etat du systeme est donne par = |ei). Quels sont les resultats 
possibles d'une mesure de A, et quelles sont les probabilites correspondantes ? Meme question si 

= h>- 

6. Quelle est la moyenne (A) et l'ecart type AA des resultats de mesure de la grandeur physique A 
dans chacun des etats |\I>) = |ei) et |\&) = |e 2 ) ? 

| Excrcice 3 [ Commutation d'operateurs 

On considere un systeme physique represents par un vecteur dans un espace des etats a 3 dimensions. 
Dans la base |ei), \e\) et |es) de cet espace on definit les deux operateurs H et B sont represented par les 
matrices : 
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0 


-1 
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B = b 
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-1 
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0 



ou to et b sont des constantes reelles. 

1. H et B sont-ils hermitiques? 

2. Montrer que H et B commutent. Donner une base de vecteurs propres communs a H et B. 

3. Parmi les ensembles d'operateurs : (^H^j , (^B^j , (^H,B^ et (^H 2 ,B^ lesquels ferment un E.C.O.C. 
(Ensemble Complet des Observables qui Commutent). 
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Travaux diriges de physique quantique 
PA101 - PC 4 
Formalisme de Dirac - Correction 



| Exercice 1 1 

I. Dans la base B = { |ei) ; |e 2 ) ; |e 3 )} on nous dit que |^) = a j 1 ] et que |$) = / 



= a * ( -i 1 -1 ) et done (tf |$) = a* (5 { -i 1 -1 ) 1 =0. Les deux kets et |$) 



sont bien orthogonaux. 
2. La norme de |\I>) se calcule directement : (^|^) = a*a ( —% 1 -1 ) 



= 3a*a. Si Ton veut 



que = 1, il suffit de choisir a = ^|avec y? G R. De la meme maniere, ($|$) = 1 conduit a 

f3 — ^ avec G R. 

/«\ 

3. Plagons-nous dans B et ecrivons \x) = & , et n'oublions pas que ces 3 composantes sont com- 

\ c / 

plexes. Pour que B' = {\^} ; |$) ; \x}} soit une base orthonormee, et compte-tenu de ce que nous 
savons deja sur |\1>) et |$) il suffit que : 



= 0, 



(a) Les kets et \x) soient orthogonaux, i.e. ( — i 1 — 1 ) I b = (— ia + b — c) 



la phase e~ t{f etant non nulle on a done — ia + b — c = 0 ; 

(b) Les kets |<&) et |x) soient orthogonaux, qui s'ecrit done 6 + c = 0 ; 

(c) Le ket \x) soit norme a l'unite ce qui s'ecrit aa* + bb* + cc* = 1. 

En regroupant ces trois equations on obtient tout d'abord b = — c que Ton injecte dans la premiere 
pour avoir devient a = 2ic. II ne reste plus qu'a ecrire la conditions sur la norme pour obtenir 

' 2i 

6cc* = 1 soit c = avec <p" 6 let finalement \x) = ( —1 ] . On remarque que les trois 

vecteurs sont definis a une phase pres. 

| Exercice 2~| Etude d'un operateur 

On se place dans la base £> = {|ei);|e 2 )} orthonormee. 

; = (2 -i) Q = 5 et ($ = (1 - i 1 + i) ^ j + ^ = 4 ainsi on prendra 



^G) 



et |$) 



toujours a une phase pres 



2. Pour verifier que A est hermitique on peut proceder de plusieurs fagons : 

(a) On peut verifier que sa matrice representative est invariante par l'operation qui consiste a la 
transposer et a prendre le complexe conjugue de ses elements soit 



(*) T - 



0 2% 
-2% 3 



= A 



1 



(b) On peut aussi montrer que {&\A |$) = ($| A |^)*, en effet 
i. Premierement 



o-' 1+ '>(:-) 



= ^=(-l+i) 

2^5 



ii. Deuxiemement 



= J-(-i-i) 

2^5 

3. Le polynome caracteristique de A s'ecrit (A) = det (^A — AI 2 j = A 2 — 3A — 4. Les racines sont 
evidentes A = — 1 et A = 4. 

Le ket propre | — 1) verifie A \ — 1) = — | — 1) notons ses composantes dans £> on a done le systeme 



0 2i 
-2i 3 



-2iy 



on veut de plus que |— 1) soit de norme 1 ainsi xx* + yy* = 1 done 5yy* = 1 ; si Ton veut que x soit 
reel et positif il convient de prendre y = , et finalement | — 1) = |^ 'yy^ J • 



Le ket propre |4) peut etre obtenu de la meme fagon, on trouve alors |4) = 



1/75 1 
-2i/y/E J 



4. II est important de preciser que les resultats qui suivent ne fonctionnent que pour une base ortho- 
normee. 

(a) Relation de fermeture 

II s'agit d'un simple calcul. Les composantes des kets propres ont ete obtenues dans la base £>, 
dans cette base on ecrit 



|4) (4| + |- 
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= I 2 
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(b) Decomposition spectrale 

Toujours dans la base B, il vient 

J2 A |A> <A| = 4 |4) (4|-|-1) (-1| 

A 

^ 4 (4 !)-(} T) 

5. Les valeurs possibles d'une mesure de A sont les valeurs propres de A soit 4 et —1. A un instant 
donne le systeme se trouve dans un etat \n) que Ton peut decomposer par exemple sur la base propre. 
Dans cette decomposition nous avons vu dans le cours que le module au carre de ces composantes 
s'interprete comme la probability d'obtenir la valeur propre correspondant a l'etat propre. Ainsi 
dans l'etat \e n ) la probability d'obtenir 4 s'ecrit V\ en) (A = 4) = |(4|e n )| 2 et celle d'obtenir —1 s'ecrit 
V\ en ) (A = -1) = |(-l|e n )| 2 . Effectuons les calculs dans les 2 cas ou le systeme se trouve dans l'un 
ou l'autre des deux etats servant de base a E. 

(a) Etat | ei ) 

V\ ei) (A = 4) 
T\ ei) {A = -l) 

(b) Etat |e 2 ) 

V\e 2) (A = 4) 

V\e 2) (A=-l) 

6. La valeur moyenne et l'ecart type dans un etat \e n ) peuvent se calculer d'au moins deux manieres 
differentes : 

(a) En appliquant la definition quantique de la valeur moyenne on a directement {A)^ = (e n \A\e n ) 
puis en ecrivant que l'ecart-type est la racine carree de l a variance, elle meme et ant la moyenne 
du carre moins le carre de la moyenne, soit AA| 6n ) = \J {e n \A 2 \e n } — (e n \A\e n ) 2 

(b) Une definition plus statistique de la valeur moyenne est d'ecrire que celle-ci est obtenue en 
faisant la somme des realisations ponderees par la probability correspondante, soit (A)^ = 
^ A AP| 6n ) (A = A). Pour calculer l'ecart-type on evalue la moyenne du carre par une relation 
du meme type soit (A 2 )^ = J2\ ^^K) (^4 = A) puis on utilise la meme relation que dans le 

cas precedent AA\ Cn ) = ^{A 2 )^ - {A) 2 ^ n) . 



H(4|e 1 >| 2 =|( A i)(j)| 

=i<-ih)i 2 =|(* 7§)(;) 
=K4h>i 2 =|(^ a)(;)| 2 
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avec la premiere methode on trouve pour l'etat |ei) 
(^)| ei> = <ei|A| ei > = (10) 
< ei |A 2 | ei > = (10) 
= (1 0) 



0 2i 
-2i 3 

4 6i 1 

12i 12 



(i)-< 10 >(- 
(i) 



0 2i 1 

-2i 3 J 

0 2i " 

-2i 3 



12i 



et done AAig 



^fa\A*fa)-fa\Afa) 2 



2. On trouve les memes resultats en 



appliquant la deuxieme methode on trouve 

(A) ]ei) = (-1) x V\ n) (A = -1) + 4 x V\ ei) (A = 4) 

A 1 

= (-i) 



:i + 4xl=0 
5 5 



,(-iy xVlei) (A = -l)+4 2 xV lei) (A = 4) 



4 16 , 

5 5 



et done la meme valeur pour AA\ ei y 

Dans l'etat fa) votre methode preferee permet d'obtenir a present (e2 1 A fa) = 3, (e2 1 ^4 2 |e 2 ) = 13 
et AA| e2 ) = y/13 — 3 2 = 2. Le fait que Ton trouve un ecart-type egal a celui obtenu dans l'etat |ei) 
est bien entendu une pure coincidence. 

| Exercice 3 [ Commutation d'operateurs 

1. Les matrices etant reelles, elles sont done evidement hermitiennes. 

2. Un simple calcul permet de verifier que 
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= hbu 
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-1 


0 0 


-1 
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puisque yl , Sj = 0 on peut diagonaliser H et B dans une meme base. Les elements propres 
de B sont les suivants : la valeur propre double A = b est associee aux deux vecteurs propres 



|M) = a 
1-1) =7 I 



et \b,2) = (3 



et la valeur propre A = — b est associee au vecteur propre 



Les kets de la base propres orthonormee qui diagonalise B sont done \b, 1) = fa), 



\b,2) = ^ (fa) + fa)) et |— 1) = ^ (fa) - fa))- Notons ip l'application lineaire dont la matrice est 
H dans B. On peut done ecrire que tp(fa)) = hu> fa) ,ip (fa)) = —hcofa) et Lp (fa)) = —hcofa) et 
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en deduire que 



v(IM» 

¥>(IM» 



<p(\ ei )) = fibj\e l ) =hu\b,l) 



P (lea) + |e s ») = (|e 2 » + %p (|e 3 » 
-^h)-^|e 3 ) = -^(|e 2 ) + |e 3 )) 
-/Swift, 2) 



V(|-l» 



y(^(|e 2 >-|e 3 ») =>(|e 2 »->(|e 3 » 



-^73 |e 2 ) + |e 3 ) = -^7= (|e 2 > - |e 3 » 

-/^|-1) 



et done que la matrice representative de p dans la base propre s'ecrit 



H' = hu 



1 0 0 
0-10 
0 0-1 



= H 



Dans la base propre orthonormee V = {|ft, 1) , |ft, 2) , | — 1)} les operateurs H et B sont done diagonaux. 
II s'agit done d'une base de vecteurs propres communs a H et B. 
3. Un ensemble complet K = <A 1 ,--- , A n , ■ ■ ■ \ d'observable qui commutent verifie deux conditions : 



(a) tous ses elements commutent deux a deux (commutation) ; 

(b) il existe une unique base orthonormee de kets propres communs a toutes les observables (com- 
pletude). 

Pour resumer la situation : 

- Si une observable ne possede aucune valeur propre degeneree, a un facteur multiplicatif pres, 
chaque valeur propre permet de determiner un vecteur propre unique. Le singleton constitue par 
cette observable est done un ECOC car une matrice commute avec elle-meme ! 

- Si une observable possede au moins une valeur propre degeneree, le sous-espace propre correspon- 
dant est de dimension plus grande que 1, on peut choisir une autre base que la base propre pour 
caracteriser cet espace sans pour autant que la matrice perde son caractere diagonal dans cette 
nouvelle base. Le singleton constitue par cette observable n'est done plus un ECOC. 

- Considerons a present un couple d'observables qui commutent, ces dernieres possedent done les 
memes valeurs propres. Si les valeurs propres sont non degenerees, elles forment un ECOC. S'il 
existe des valeurs propres degenerees, il est necessaire de pouvoir identifier de fagon unique autant 
de vecteurs propres que la dimension de chaque sous espace propre pour que le couple d'observable 
forme un ECOC. 

L'utilite de former des ECOC en mecanique quantique apparaitra par la suite, mais on voit deja que 
la base unique definie par la propriete de completude permet de fabriquer un cadre privilegie pour 
etudier le probleme considere. 
Passons en revue les divers cas proposes. 

- Le singleton {H} n'est pas un ECOC : en effet, nous avons vu que les bases V et B sont deux 
bases orthonormees distinctes qui toutes les deux sont bases propres de H. Plus simplement H 
possede la valeur propre double A = — Hlu qui l'empeche done de former un ECOC ; 

- Le singleton {B} n'est pas un ECOC a cause de sa valeur propre double A = b : Par exemple, le 
resultat d'une mesure de B qui fournirait ft ne permet pas de savoir si Ton se trouve dans l'etat 
I ft, 1) ou dans l'etat |ft, 2). 
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- Le couple {H, B} est un ECOC : Les deux observables commutent et choix de la base T> permet 
de lever l'ambigui'te mentionnee dans le point precedent. Si le resultat d'une mesure de B donne la 
valeur b deux etats sont possibles \b, 1) ou \b, 2) mais comme H et B commutent il suffit de mesurer 
simultanement la valeur de H : si l'on trouve hu c'est que l'on est dans l'etat \b, 1) = |ei) et si l'on 
trouve — hu c'est que l'on est dans l'etat \b, 2). Ainsi, le resultat d'une mesure, eventuellement 
conjointe, permet d'identifier un etat unique dans lequel se trouve le systeme. 

- Le couple {H 2 , B} n'est pas un ECOC. II est pourtant clair que H 2 et B commutent. On voit 
en effet immediatement que H 2 = h 2 u 2 I qui commute avec n'importe qu'elle autre matrice carree 
d'ordre 3. La valeur propre H 2 u 2 est done trois fois degeneree : toutes les bases orthonormees de C 3 
sont des bases propres de H 2 . Etant donne que B possede lui aussi une valeur propre de degeneree 
on ne peut pas rattraper l'affaire. Pour fabriquer un ECOC, on verifie facilement qu'il suffit de 
rajouter une autre observable qui commute a la fois avec H 2 et B ... 
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